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STROMUNG THIXOTROPER SUBSTANZEN BEl VIBRATION I. 
GRUNDLEGENDE VORSTELLUNGEN UND RHEOLOGISCHES MODELL 
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1nstitut fur theoretische Grllndlagen der chemischen Technik, 
Tschechoslowakische Akademie der Wissenschaften, 16502 Praha - Sllchdol 

Eingegangen am 15. Dezember 1972 

Das neu angegebene rheologische Modell des thixotropen Verhaltens driickt die augenblickliche 
ViskosiUit eines zeitabhangigen, isotropen inkompressiblen Materials in Abhangigkeit von der 
gesamten dissipierten mechanischen Energie aus, gegeben durch die Summe der viskosen Dissipa
tion der Makrostromung 1/ 2t' : 0 und der Dissipation der mechanischen Energie, z. B. des 
hydrodynamischen Rauschens, dessen Spezialfall Vibration en sind. Ein fUr die Praxis interessan
ter Aspekt derartiger Modelle besteht in der Moglichkeit die Abhangigkeit der augenblicklichen 
Viskositat thixotroper Suspensionen von der Schergeschwindigkeit, wie auch von den Bedingun
gen der Vibration auszudriicken. 

Die bisherigen Untersuchungen der rheologischen Eigenschaften thixotroper Sus
pensionen, die im weiteren als inkompressibles, isotropes, nichtelastisches Kontinuum 
angesehen werden, sind an sog. rheologische Modelle gebunden, die allgemein 
wie folgt formuliert werden konnen: 

7: = 1]0. (1) 

Der Wert der augenblicklichen Viskositat I](t) hiingt im allgemeinen von der Vorge
schichte der Deformationsgeschwindigkeit D(t) im in Erwagung gezogenen Material
punkt 1 ,2 ab: 

co 

I](t) = H [D(t - s)] . (2) 
s=o 

Modelle dieses Typs konnen eine ganze Reihe rheologischer Phanomene erfassen, die bei 
thixotropen Suspensionen beobachtbar sind, vor aHem die viskoplastische FlieJ3grenze, 
die Pseudoplastizitat, die thixotrope Relaxation der Viskositat, einschlie13lich der 
Hysterese usw. Ungeeignet sind sie jedoch zur quantitativen Beschreibung einer vom 
technischen Standpunkt aus wichtigsten und historisch am fruhesten beschriebenen 
Charakteristik der Thixotropie: des ausgepragten Absinkens der Konsistenz der 
Suspension wahrend ihrer Durchschuttlung, bei Einwirkung von Vibrationen3 usw. 
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In dieser Arbeit wird die bisher ubliche Kennzeichnung des rheologischen Verhal
tens isotroper, nichtelastischer, zeitabhangiger Substanzen durch die Gl. (1) und (2) 
derart modifiziert, daB eine quantitative Erfassung der letzterwahnten Erscheinungen 
moglich wird. Das Wesen dieser Modifikation liegt in der Aufteilung des gesamten 
kinematischen Stromungsbildes des heterogenen Systems in eine Makrostromung 
und in ein hydrodynamisches Rauschen (hydrodynamic noise). Wahrend die Makro
stromung wie ublich durch das Stromungsfeld charakterisiert ist, wird das hydrodyna
mische Rauschen im zum Vorschlag gebrachten Modelllediglich durch seinen energe
tischen Inhalt charakterisiert. Die Uberlagerung der Einfliisse beider kinematischen 
Stromungskomponenten auf die resultierenden Werte der augenblicklichen Viskosi
tat wird in dem Modell als Summe der Intensitat der Dissipation der mechanischen 
Energie durch innere Reibung in der Makrostromung und der Dissipation der auf 
das hydrodynamische Rauschen entfallenden mechanischen Energie vermittelt. 

Eine der Moglichkeiten, die das vorangeflihrte Uberlagerungsprinzip mit sich 
bringt, ist das Studium des Einflusses der als hydrodynamisches Rauschen aufge
faBten Vibrationen auf die mechanischen Eigenschaften der Suspensionen bei derer 
stationaren oder auch instationaren Stromung, sofern die charakteristische Zeit der 
Makrostromung ordnungsmaBig langer ist als die Peri ode der Vibrationen. 

Beim mechanischen Schutteln geniigend konzentrierter Suspension kolloider oder mikro
kristallinischer Beschaffenheit wird oft ihre deutliche Verfliissigung beobachtet. Bei Einstellung 
der Durchschiittelungen wird die verflussigte Suspension allmiihlich wieder hochkonsistent. 
Dieser Vorgang ist in der Regel reversibel und dies mit quantitativ iibereinstimmenden zeitlichen 
Yeranderungen der Konsistenz der untersuchten Suspension bei gleichem zeitliehen Ablauf der 
sich wiederholenden mechanischen Eingriffe. Der vorbeschriebene Vorgang erhielt von Freund
lich und Ostwald die Bezeichnung Thixotropie3

,4. 

Die Erklarungen des Ursprungs der Thixotropie gehen von der Vorstellung aus, daB thixo
trope Substanzen Gele darstellen, d. h. daB die Festphase im fliissigen Milieu derart verteilt ist, 
daB zwischen den individuellen festen Teilchen ein gegenseitiger Kontakt besteht, so daB eine 
von def FlUssigkeit durehtretene gitterfOrmige Struktur entsteht. Ein von auBen erfolgender 
meehaniseher Eingriff fUhrt Zur ZerstOrung def Gelstruktur, die sich nach Einstellung der Ein
wirkungen der AuBenkrafte wieder allmiihlich erneuert. Eine Reihe von rheologischen Modellen 
des Geschwindigkeits-(Differential-)TYPS1,5 wird zwar von den angefUhrten Vorstellungen be
einfluBt, die in Erwiigung kommenden meehanischen Eingriffe werden allerdings nur auf die 
Makrostromung beschriinkt. Die Gitterstruktur thixotroper Substanzen kann allerdings nicht 
nur durch die Makrostromung zerstOrt werden, sondern auch durch Einwirkungen, die wir im 
weiteren als hydrodynamisehes Rauschen (hydrodynamic noise) bezeiehnen wollen, z. B. durch 
Vibrationen, dureh Scheroszillationen, durch turbulente Fluktuationen der ortlichen Geschwin
digkeiten, wie aueh andere Bewegungen, die in dem stromenden heterogenen Medium nieht dureh 
ein ortlich und zeitlich gemitteltes Geschwindigkeitsfeld erfaBt werden konnen, ohne daB seine 
eharakteristischen Liingenparameter (z. B. die Amplitude der Yibrationen) ordnungsmaBig 
gleich graB oder kleiner waren als es die Dimension der dispergierten Teilchen der Festphase oder 
die Abstiinde zwischen ihnen sind . 

Infolge der Scher- und Elongationsdeformationen in der Makrostromung werden 
die einzelnen Partikel zu Rotationen6 urn ihre eigenen Achsen gebracht, wodurch es 
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zur Zerstorung der gegenseitigen Kontakte, die das Gelgitter bilden, kommt. Als 
Konsequenz des hydrodynamischen Rauschens wirken auf das Gitter, wie auch auf 
das fliissige Dispersionsmilieu, verschiedene Krafte ein, deren Richtung und GroBe 
sich zeitlich sehr rasch verandern. So verbreiten sich z. B. Vibrationen, die auf die 
Suspension als Ganzes durch die Wande des GefaBes iibertragen werden, auf dem 
durch die Feststoffteilchen gebildeten Gitter mit einer anderen Geschwindigkeit 
als in dem fliissigen Dispersionsmilieu. Das Gitter wird dann vor allem durch Krafte 
zerstOrt, die auf die einzelnen Teilchen infolge des hydrodynamischen Widerstandes 
gegeniiber der relativen Bewegung des Gitters und der fHissigen Dispersionsphase 
einwirken, wie auch durch Tragheitskrafte, die den zeitlich rasch veranderlichen 
Deformationen des eigentlichen Gitterbildes entgegenwirken. 

Die vorerwahnten Prozesse verlaufen sicherlich mit einem wesentlich komplizier
teren Mechanismus, grundsatzlich scheint jedoch hierbei die Vorstellung 7 anwendbar 
zu sein, daB die Verfliissigung des thixotropen "Gittermaterials" durch die Uber
flihrung der Feststoffteilchen der Dispersion in den instabilen, mechanisch aktivierten 
Zustand bedingt ist, in dem der festen, wie auch der fliissigen Komponente der 
Dispersion durch die mechanischen, von auBen kommenden Einwirkungen eine be
stimmte Form der mechanischen Energie iibergeben wird. Diese Energie wird all
mahlich durch die gegenseitigen mechanischen Wechselwirkungen zwischen den 
einzelnen Bestandteilen der Dispersion dissipiert. Wird von einem gewissen Zeitpunkt 
an von auBen keine weitere mechanische Energie zugefUhrt, kommt es zur Erneuerung 
der (Gitter-) Gelstruktur und die Suspension wird nach und nach wieder konsistent. 

Bei der Aufstellung cines rheologischen Modells, das beide vorerwahnten Me
chanismen der thixotropen Verfliissigung erfassen sollte, wurde vorausgesetzt, daB es 
fUr das AusmaB der Verfliissigung gleichgiiltig ist, in welcher Form die der Suspen
sion zugefiihrte mechanische Energie im aktivierten Zustand aufbewahrt wird. Die 
eigentliche Verfliissigung ist in jedem Fall das Ergebnis der mechanischen Wechsel
wirkung zwischen den einzelnen Komponenten der Suspension, die jedoch immer 
unumganglich von einer Dissipation der mechanischen Energie begleitet werden. 
Als eigentliches MaG des energetischen Inhalts einer mechanisch aktivierten Suspen
sion, in Bezug auf ihre Verfliissigung, wahlen wir deshalb die Intensitat dieser Be
gleiterscheinung - die Intensitat der Dissipation. 

RHEOLOGISCHES MODELL 

Wie bereits qualitativ angedeutet wurde, setzen wir bei der Formulierung des rheolo
gischen Modells voraus, daB die Stromung eines heterogenen fliissigen Mediums 
durch zwei Komponenten charakterisiert werden kann: 

Die Makrostromung ist durch das zeitlich und ortlich (raumlich) gemitteIte Stro
mungsfeld v(r, t) und durch den analog, d. h. in Begriffen der Kontinuumsmechanik 
eingefiihrten Spannungstensor -r und den (isotropen) Druck P definiert. Dem Stro-
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mungsfeld konnen auf in der Kontinuumsmechanik ubliche Weise abgeleitete 
Begriffe, d. h. kinematische Tensoren, Materialpunkte, Materialableitungen usw. 
zugeordnet werden. So ist bei der Makrostromung insbesondere die viskose Dissipa
tion der mechanischen Energie durch innere Reibung durch die Beziehung 

(3a) 

gegeben . FLihren wir in bekannter Weise die skalaren (zweiten) Invarianten des Span
nungstensor 'r und des Deformationsgeschwindigkeitstensors D wie r = 0 -'0 : '0)1/2 

und D = (10 : 0)1/2 ein, kann die Gl. (3a) in Skalarform wie folgt umgeschrieben 
werden: 

(3b) 

Das hydrodynamische Rauschen vereint in sich aIle die Bewegungen im hetero
genen Medium, die in das kinematische, durch das Stromungsfeld v(r, t) charakteri
sierte Bild der Makrostromung nicht einbezogen sind, und dies sowohl mit Absicht 
(durch Ignorieren der Geschwindigkeitskomponenten, die ungerade periodische 
Funktionen der Zeit sind), oder auch deshalb, dal3 es sich urn Bewegungen handelt, 
deren charakteristische Amplituden und Perioden ordnungsmal3ig mit den Vorgan
gen auf Ebene der Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Komponenten des 
heterogenen Mediums vergleichbar sind und die aul3erhalb einer Beschreibung 
im Rahmen der Kontinuumhypothese liegen. Das hydrodynamische Rauschen wird 
im konstruierten rheologischen ModeIllediglich durch die Intensitat der zugefiihrten 
- und durch mechanische Wechselwirkungen in der Suspension dissipierten
Energie W!'i(r, t) reprasentiert. Zur Beschreibung der Zeit-Raum-Verteilung dieser 
Grol3e wird die gleiche zeitliche und raumliche Mittelung wie bei der EinfUhrung des 
Geschwindigkeitsfelds der Makrostromung v(r, t) benutzt. 

Die Abhangigkeit des Spannungstensors '0, der in den auf ubliche Weise formulier
ten differentielJen Bewegungsgleichungen zusa~men mit dem isotropen Druck 
P(r, t) und dem Geschwindigkeitsfeld v(r, t) auf tritt, von den Gesamtbedingungen 
der Stromung wird in unserem Modell, das sich auf isotrope, nichtelastische, in
kompressible thixotrope Substanzen beschrankt, durch die GI. (1) eingefUhrt; der 
Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten 0 wird auf Grund des Stromungsfeldes 
der Makrostromung v(r, t) ermittelt, die augenblickliche Viskositat I] im gegebenen 
Materialpunkt ist dann in Ubereinstimmung mit der im vorstehenden angefUhrten 
qualitativen Analyse durch das Materialfunktional M[W] 

'" I](t) = M[W(t - s)] (4) 
.=0 
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gegeben, d. h. in Abhangigkeit von der Vorgeschichte der Gesamtdissipation Wet) 
im gegebenen Materialpunkt, die durch die Summe zweier Posten gegeben ist, d. h. 
durch die viskose Dissipation der Makrostromung WM , siehe Gl. (3b), und die 
Dissipation des hydrodynamischen Rauschens WN : 

(5) 

Das Materialfunktional (4) kann zwecks Beschreibung der augenblicklichen 
ViskosiUit 1'/(t) bei bekannter Vorgeschichte D(t) und WN(t) im gegebenen Material
punkt, im Hinblick auf die Giiltigkeit der Beziehung 

1'/(t) = 1:(t)/D(t) (6) 

in die Form der impliziten Funktionalbeziehung 

co 

1'/(t) = M [D2(t - s) 1'/(t - s) + WN(t - s)] , (7a) 
s=o 

fUr eine bekannte Vorgeschichte des Spannungstensors 1:(t) dann eventuell analog 
wie 

co 

1'/(t) = M [1:2(t - S)/I1(t - s) + WN(t - s)] (7b) 
5=0 

umgeschrieben werden. 

Die Vorgeschichte der Dissipation des hydrodynamischen Rauschens im gegebenen 
Materialpunkt WN(t) muB im Rahmen des in Vorschlag gebrachten Modells, das 
keinerlei Beschreibung der Ausbreitung des hydrodynamischen Rauschens bein
haltet , als eine im voraus bekannte Funktion der Lage und der Zeit angesehen werden, 
die durch a priori bekannte Kenngro/3en des hydrodynamischen Rauschens ausge
driickt werden kann. 

Da iiber die Einwirkung von Vibrationen, Oszillationen, Erschiitterungen, Durch
schiittelung, turbulenter Fluktuationen der Geschwindigkeiten u. a. auf die Flie/3-
eigenschaften thixotroper Suspensionen bisher kein experimentelles Material quan
titativen Charakters angesammelt wurde, kann auch keine allgemeiner giiltige Be
ziehung fUr die Dissipation WN in Abhangigkeit von den zuganglichen Charakteristi
ken des hydrodynamischen Rauschens aufgestellt werden. In diesem Absatz ver
suchen wir zwecks Verbesserung der Anschaulichkeit der Ableitung als Ganzens 
zumindest einen del' moglichen Ausdriicke fUr die GroBe WN in Abhangigkeit von der 
Amplitude und der Frequenz der Vibrationen8

,9 zu konstruieren. 
Ein Massenelement der Masse m, das in Richtung der z-Koordinate eine harmo

nische Bewegung z(t) = a sin (wt) ausfUhrt, besitzt im Augenblick seiner groBten 
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Geschwindigkeit Umax = aw die durch die Beziehung Ekin = 1/2m(wa)2 gegebene 
kinetische Energie. Setzen wir nun voraus, daB die kinetische Energie dieses Massen
elementes m = eV(V= Volumen, (2 = Dichte) wahrend einer Zeitspanne dissipiert 
wird, die gleich oder kiirzer ist als das Zeitintervall to = rt/w zwischen zwei auf
einander folgenden Durchgangen des Elements durch die Nullage z = O. Die Dissipa
tion ergibt sich in diesem FaIle zu: 

(8) 

Obwohl die Abschiitzung des Einflusses der Vibrationen auf die schein bare Visko
sitat thixotroper Suspensionen anhand der Gl. (8) ziemlich gut mit Experimental
daten 8

•
9 fUr zwei Typen mikrokristallinischer Suspensionen iibereinstimmt, wird 

die Gl. (8) nicht immer der bestgeeigneteste Ausdruck fUr die Erfassung der Abhiin
gigkeit von WN von der Frequenz und der Amplitude der Vibrationen darstellen. 
Schon die bloBe Vorstellung der Verfliissigung durch alleinigen EinfluB sich perio
disch wiederholender Inertialkrafte ist ziemlich ungewohnlich (und widerspricht dem 
Objektivitatsprizip, da sie eine Beschreibung der Vorgange in einem Inertialbezugs
system erfordert). Bei der Transformation der Inertialkrafte auf Re1ativbewegungen 
der einzelnen Komponenten der Dispersion miissen sich unumganglich hydrodyna
mische Vorgange geltend machen, deren Charakter von weiteren Eigenschaften der 
Suspension abhangig sein wird, wie von der Viskositat des Dispersionsmediums, 
der Geschwindigkeit der Ausbreitung der Erregungen in den einzelnen Komponenten 
der Dispersion, den charakteristischen Relaxationszeiten usw. 

Die Beurteilung der Berechtigung der proponierten Konzeption eines hydrodyna
mischen Rauschens, wie auch seiher Grenzen, ebenso wie die eventuelle Aufstellung 
eines allgemeiner giiltigen Ausdrucks fUr die Abhiingigkeit der Dissipation des 
hydrodynamischen Rauschens WN in Abhangigkeit von den entsprechenden kinema
tischen Charakteristiken und den Eigenschaften der Suspension, wird erst an Hand 
eines umfangreicheren Experimentalmaterials fUr verschiedene Suspensionstypen 
und verschiedene Arten des hydrodynamischen Rauschens moglich sein. 

BEZIEHUNGEN ZU ANDEREN RHEOLOGISCHEN MODELLEN 

Das durch die Gl. (1), (4) und (5) eingefUhrte rheologische Modell kann als Verall
gemeinerung der bisher bekannten rheologischen Modelle inkompressibler, isotroper, 
nichtelastischer, zeitabhangiger Substanzen angesehen werden, u. zw. in der Richtung, 
daB es in sich auch hydrodynamische Vorgange in der Infrastruktur des heterogenen 
Mediums einschlieBt, die durch die Dissipation des hydrodynamischen Rauschens 
reprasentiert werden konnen. 
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Aus begreiflichen Grunden muB von dem Modell verlangt werden, daB es eine 
adaquate Beschreibung rheologischer Eigensehaften des vorgegebenen Materials 
aueh im Falle von WN = 0 (d. h. ohne hydrodynamisches Rausehen) enthalt, wo 

Wet) = "W:'\1(t) = 1](t) . D2(t) , (9a) 
bzw. 

D(t) = {W(t)/I1(t)}1/2 (9b) 
gilt. 

Fur WN = 0 muB demnach das durch die GI. (4) eingefuhrte Funktional M[W] die 
gleiehen Informationen betretfend die rheologischen Eigenschaften des Materials 
gewahrleisten, die Infol'mationen aquivalent sind, die sich aus dem durch die Gl. (2) 
eingefUhrten Funktional H[D] ergeben. Dieser Forderung wird fUr ein vorgegebenes 
H[ D] otfensiehtlieh ein solches M[W] genugen, das gemal3 der nichtlinearen impli
ziten Operatorbeziehung 

co 00 co 

M [Wet - s)] = H [{W(t - s)/ M [W(t - q)]}1/2] (lOa) 
s=O 5=0 q=s 

konstruiert wird, welche fUr jede niehtnegative, besehrankte, auf dem Intervall 
t E (- 00,0) definierte Funktion W(t) erfUllt sein muB. 

Die Verallgemeinerung, die das neue Modell mit sieh bringt, liegt somit nieht 
in del' EinfUhrung des Funktionals M[W], das im Prinzip liber ein Material die gleiehe 
Information wie H(D) liefert, sondern in der Erfassung von Wet] als Summe zweier 
Posten gemal3 der Gl. (5), fUr ein bekanntes D(l) und WN(t) daher speziell wie: 

(11) 

GemaB der GI. (lOa) und (2), bzw. (4) ist es somit moglieh den gesuchten zeitliehen 
Verlauf der augenblickliehen Viskositaten 1](t) fUr ein vol'gegebenes W(t) direkt wie 
folgt zu bestimmen: 

co 

1](t) = H [W({t - s)/I1(t - S)}1 /2]. (lOb) 
s=O 

Da die Form des Funktionals M[W], das fUr ein vorgegebenes H[ D] dureh die GI. 
(lOa) definiert ist, aueh fUr den Fall WN =l= 0 unverandert bleibt, kann die GI. (lOb) 
fUr die Bereehnung von 1](t) aueh in diesem allgemeineren Fall verwendet werden. 
Dureh Einsetzen fUr Wet) in die GI. (lOb) gemaB der Gl. (ll) resultiert sodann fUr 
1](t) im FaIle WN =l= 0 die implizite Funktionalbeziehung: 

ex> 

1](t) = H [{D2(t - s) + WN(t - s)/I1(t - S)}1/2] . (12) 
s=O 
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Yom praktischen Standpunkt aus gesehen, d. h. fUr die Bestimmung des Verlaufes 
17(t) bei vorgegebenem D(t) und WN(t), ist die Gl. (12) urn nichts komplizierter als die 
implizite Funktionalbeziehung (7a). Da die Lasung der Operatorbeziehung (lOa) in 
konkreten Fallen auf nur schwierig lasbare Probleme stoBen kann, ist es von Vorteil 
das proponierte rheologische Modell mit dem Materialfunktional in Form der Gl. (12) 
zu verwenden. Gleichfalls wird es zu empfehlen sein einen analogen Vorgang zu 
wahlen, wenn an stelle der Vorgeschichte D(t) die Vorgeschichte T(t) als bekannt 
angesehen wird. 

Einen Spezialfall des Materialfunktionals H[ D] stellen sog. Modelle vom Ge
schwindigkeitstyp5,10 vor, geschrieben in der Form 

dry - = ho[/], D], 
dt 

(13a) 

wo ho eine Materialfunktion der momentanen Werte von l1(t) und D(t) darstellt. 
Ihre verallgemeinerte Version - bei Einbeziehung des Einflusses der Dissipation 
des Rauschens WN - kann iibereinstimmend mit dem bereits beschriebenen Ver
fahren konstruiert werden, d. h. in der Form 

(13b) 

ausgedriickt werden. 

Wenn, so wie in dem in der Arbeit1 untersuchten Fall, in einem Modell vom 
Geschwindigkeitstyp anstelle von Dais Argument direkt die Dissipation der Makro
stramung WM = I1D2 benutzt wird, kann das Modell 

(14a) 

auf die verallgemeinerte Form ganz trivial - durch bloBe Substitution des urspriing
lich verwendeten WM durch W gem~il3 der Gl. (11) - umgeformt werden: 

EINFACHE MAKROSCHERSTROMUNG MIT KONSTANTEM RAUSCHEN, 

GENERALISIERTE VISKOSITATSFUNKTIONEN 

(14b) 

Wie bekannt2 ,l1, nimmt das Materialfunktional im Spezialfall D = const. im vor
gegebenen Materialpunkt die Form der Materialfunktion 
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1] = h[D] (15) 

an, die eindeutig, stetig und in dem meistverbreitetsten Fall sog. pseudoplastischer 
Substanzen auch eine nichtsteigende Funktion des Arguments D ist. Ihre physikali
sche Bedeutung liegt darin, daB sie das VerhaIten isotroper Materialien bei viskosi
metrischer Stramung wiedergibt. Der einfachste Prototyp viskosimetrischer Stram un
gen ist die sog. einfache Scher- oder Schichtstramung, bei welcher das Geschwindig
keitsfeld in geeignet gewahIten rechtwinkligen Koordinaten Xi durch folgende 
Beziehungen 

V2 = V3 = 0, 

Vi = D. X2 

(16a) 

(16b) 

beschrieben werden kann. Es kann aufgezeigt werden 11, daB fUr eine isotrope, nicht
elastische Fliissigkeit mit dem Materialfunktional H[D] und der ihm entsprechenden 
Materialfunktion h[D] die Lasung, d. h. die Komponenten des Tensors (r - PI) 
in folgender Form ausgedruckt werden kannen: 

1"12 = 1"21 = h[ D] . D, (17a) 

(17b) 

1"11 - P = 1"2 2 - P = 1"33 - P = const. (17c) 

Aus den im vorigen Absatz enthaltenen Dberlegungen betreff"end die gegenseitigen 
Beziehungen der Funktionale H[ D] und M[W] geht hervor, daB diese Lasung auch 
den Fall eines thixotropen, nichtelastischen Materials umfaBt, dessen mechanische 
Eigenschaften durch das Funktional M[W] definiert sind, sofern der EinfluB des 
hydrodynamischen Rauschens vernachlassigt werden kann, WN = O. 

Fur WN 4= 0 werden wir das analoge, kinematisch durch die Gl. (16a), (16b) ab
gegrenzte und durch die Bedingung 

WN = Wo = const. (16c) 

erganzte Problem als einfache Makroscherstramung mit konstantem Rauschen 
bezeichnen. In diesem FaIle werden die Ausdriicke fUr die von Null unterschiedlichen 
Komponenten des Tensors der Deformationsspannung 1"12 = 1"21 eine von der Gl. 
(17a) abweichende Form aufweisen; die ubrigen Komponenten der Lasung erfahren 
keinerlei Anderungen, d. h. sie sind auch weiterhin durch die Gl. (17b) und (17c) 
gegeben. Die bisher nicht bestimmte Abhlingigkeit der augenblicklichen Viskositat 
von D = const. und Wo = const. ist im Prinzip durch das Materialfunktional M[W] 
gegeben, das auch durch die Gl. (12) reprasentiert werden kann; in unserem FaIle 
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gilt somit: 
C() 

tf(t) = H [{D2 + Wo/tf(t - S)}1/2] , (18a} 
, =0 

Da vom physikalischen Standpunkt aus offensichtlich angenommen werden kann. 
daB fUr D = const. und Wo = const. auch 11 = const. sein wird, geniigt es sich 
im weiteren nur urn stationare Lasungen * der Funktionalgleichung (18a) zu interessie
reno Eine derartige Lasung muB existieren und ist gemaB der Gl. (15) durch die im
plizite Gleichung 

(18b) 

dargestellt, oder durch eine analoge Beziehung, die aus der Materialfunktion mEW] 
hervorgeht, deren Form gemaB der Gl. (lOa) auf Grund der bekannten Funktion 
h[D] durch die Beziehung 

mEW] = h[(W/m[W])1/2] (18c) 

definiert werden kann. Aus der Beziehung (18a) direkt und aus der Beziehung (18c) 
unter Beriicksichtigung der Giiltigkeit der Beziehung W = D211 + Wo kann nun 
die GraBe tf ganz allgemein als explizite Materialfunktion von D und Wo, 

tf = tfDW[ D, Wo] (19) 

ausgedriickt werden, die wir im weiteren als generalisierte Viskositatsfunktion, GVF. 
bezeichnen werden. 

Der EinfluB des hydrodynamischen Rauschens mit konstanten Werten von Wo auf 
das Verhalten thixotroper Substanzen kann somit bei einfacher Scherstramung durch 
die Beziehung 

(17d) 

erfaBt werden, wo tf = tfDW fiir ein vorgegebenes h[D] durch die implizite Relation 

( 18 b) definiert ist. 
1m allgemeinen kann die GVF bei der Lasung solcher hydrodynamischer Vorgang~ 

benutzt werden, in denen die zeitlichen Veranderungen von WN(t) und D(t) in jedem 
beliebigen Materialpunkt so langsam vor sich gehen, daB thixotrope Relaxationen · 
der Viskositat nicht beriicksichtigt werden miissen. In einem solchen Fall kann das 
rheologische Modell zusammengefaBt in der Form 

(20) 

Fiir ein Funktional H[Dj, das das Verhalten von Materialien mit schwindendcm Ge
diichtnis11 repriisentiert, ist die stationiire auch die einzige Lasung. 
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geschrieben werden, mit den augenblicklichen Werten von D und WN als Argumenten, 
was fUr W = 0 in das bekannte Mode1l12 der generalisierten Newtonschen Flussig
keit, GNF, 't' = h[ D] . 0, ubergeht. 

MODELLE DER GENERALISIERTEN VISKOSITATSFUNKTIONEN 

Der Verlauf der GVF, wie auch der Materialfunktion meW] ist v611ig durch den 
Verlauf def Viskositatsfunktion h[ D] bestimmt. Es ist deshalb von Nutzen den Verlauf 
der GVF fur gewisse Mters, benutzte empirische Modelle der Viskositatsfunktion 
h[ D] zu kennen. 

Das Potenzmodell der Viskositatsfunktion kann wie folgt geschrieben werden: 

'1 = h[D] == KD - Cl-n), (21a) 

GemaJ3 der Gleichung (18c) kann die Gl. (2Ia) explizit in die Form meW] transfor
miert werden: 

meW] = K2 / C1 - n ) W Cn - 1)/ Cl+n). (21 b) 

Das Potenzmodell der GVF kann fUr '1ow nicht explizit ausgedruckt werden, sondern 
lediglich implizit, z. B. in der Form 

( 

K )1/Cl-n) 
D = -- (1 - W

N 
17owC1 + n)/ Cl-n) K- 2 / Cl-n))1/ 2 

'1ow 
(2Ie) 

geschrieben werden. Die Beziehung ( 21 c) kann durch EinfUhrung zweier bezogener 
Parameter 

in die Form 

(22a) 

(22b) 

(23) 

umgeschrieben werden. Die Abhiingigkeit '1*[ D*] ist fiir einige Werte des Fliel3indexes 
n in der Abb. 1 veranschaulicht. 

Fur das Binghamsehe Modell, '1 = h[D] == JiB + TB/D, das durch Einfiihrung 
folgender bezogener Veranderlichen 

(24a,b) 
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in die Form 1]* = h*[D*] = 1 + 1/D* transformierbar ist, kann das normalisierte 
Aquivalent der Funktion 1] = meW] mit dem bezogenen Parameter 

(24c) 
in derForm 

1]* = m*[W*] = 1 + (1 + 2W*)1/2/2W* (25) 

geschrieben werden. 
Der Verlauf der GVF, der in normalisierter Schreibweise in impliziter Form wie 

folgt 

D* = _*_1 __ (1 _ W~ (1]~: - 1Y)1/2 
1]DW - 1 1]DW 

(26) 

ausgedriickt werden kann, ist fUr einige Werte des Parameters W~ = const. in der Abb. 2 
veranschaulicht. 

Fur das Eyringsche Modell, T = TI arsinh (DIDI)' das durch EinfUhrung folgender 
bezogener Veranderlichen 

(27a,b) 

in die normalisierte Form 

1]* = h*[D*] = arsinh (D*)/D* (28) 

10 
10 

~'I ~ 
I ~ 

(}1 

, 
0-1 10 0' 10 

ABB.l 

Potenzmodell der generalisierten Viskositatsfunktion 
Die stark ausgezogenen Kurven veranschaulichen den Verlauf der generalisierten Viskositats

funktion flir einzelne Werte des Flie13indexes n, die als Zahlenwerte bei den einzelnen Kurven 
eingetragen sind. Die schwach ausgezogenen Geraden entsprechen dem asymptotischen Verlauf 
der GVF bei vernachla13igbar kleinem Einflu13 der Vibrationen, d. h. flir ungefiihr 
D. (Kj W

N
)1/(1 +n) ~ 10. 
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iiberfUhrt werden kann, ist das normalisierte Aquivalent der Funktion mEW] mit 
dem bezogenen Parameter 

(27c) 

durch die implizite Beziehung 

(W*m*)1/2 - arsinh {(W*/m*)1/2} = 0 (29) 

gegeben. Der Verlauf der GVF 11 = '1DW[ D, WN] kann in normalisierter Schreibweise 
implizit wie folgt ausgedriickt werden 

wobei die GraBen '1*, D*, und W* durch die Gl. (27a,b ,c) eingefUhrt sind. Der nor
malisierte Verlauf der GVF des Eyringschen Modells ist fUr einige Werte des Para
meters W; = const. in der Abb. 3 wiedergegeben. 

Der Verlauf der GVF kann fUr einen bekannten Verlauf von h[ D] und fUr WN = 

= const. rechnerisch ohne Schwierigkeiten ermittelt werden, falls es moglich ist 
die zur gegenstandlichen Funktion h[D] inverse Funktion D = h- 1 ['1] einfach 'aus
zudriicken. In einem solchen Fall ist es gemaB der Gl. (18a) maglich fUr ein vergege
benes WN und '1 die entsprechende Schergeschwindigkeit D aus der Formel 

(31) 

10' 0 
o· 

q' 

10' 
10· 

0-1 
10 

10 

10·' 10· 0-1 1-0 O. 10 

AIlB.2 

Binghamsches Modell der generalisierten Viskositatsfunktion 
Die bezogenen Parameter 1'/~w, D* und W* sind durch die Gleichungen (24a,b,c) eingefUhrt, 

die Zahlenwerte bei den einzelnen Kurven entsprechen den Werten der GroBe w;S = con st. 
Die gestricheite Kurve 1'/* = 1 entspricht dem Verlauf der GVF fUr D*-+ (Xl oder fUr W*-+ (Xl. 
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zu berechnen, so wie dies z. B. fUr das Potenz- und fUr das Binghamsche Modell 
maglich war. Sonst fUhrt die Aufgabe den Verlauf der GVF aus einem gegebenen 
h[ D]-Verlauf zu bestimmen zur Lasung transzendenter Gleichungen, so wie es z. B. 
bei dem Eyringschen Modell der Fall ist. 

In allen Fallen kann aber die Ermittlung des Verlaufs der Funktion '1ow[D, WN = 

= const.] auf graphisch-rechnerischem Wege durchgefUhrt werden, ausgehend von 
einem Diagramm, auf welchem in doppeltlogarithmischen Koordinaten log '1 -
- log D der Verlauf der Viskositatsfunktion '1 = h[ D] eingezeichnet ist. Vorerst 
muB der Wert der (maximalen) Grenzviskositat '10 = '1ow[O, WN ] aufgefunden 
werden, der gemaB der Gl. (31) die Lasung der Gleichung 

(32) 

vorstellt. Graphisch wird der Wert der GraBe 1'/0 als I'/-Koordinate des Schnittpunktes 
der Kurve '1 = h[ D] mit der Kurve '1 = WN! D2 abgelesen, der im Diagramm eine 
Gerade mit dem Richtungskoeffizienten - 2 entspricht und die durch den Punkt 
(I] = WN , D = 1) hindurchgeht. 

Weitere Punkte der Kurve l]ow[D, WN = const.] werden derart ermittelt, daB 
sukzessiv Werte von '1; < 1]0 gewahIt werden, zu denen aus dem Diagramm der 
Funktion h[D] die zugeharigen Werte Xi = h- 1 [I]J abgelesen werden; die entspre
chenden Werte der Schergeschwindigkeit Di werden sodann rechnerisch mit Hilfe 
der Gl. (31) berechnet. Ihre Umgliederung in die vorteilhaftere Form 

(33) 

ermaglicht es gleichzeitig aus dem durch den Ausdruck in der Klammer gegebenen 
Zwischenresultat abzuschatzen, ob sich die Werte von Di und Xi nicht urn weniger 
als urn die bei der graphischen Konstruktion erreichbare Genauigkeit von etwa 
2 Relativ. - % unterscheiden. Fur niedrigere Werte von '1 kann dann der Verlauf 
der GVF zufriedenstellend durch den Verlauf der Viskositatsfunktion h[ D] approxi
miert werden. 

1m allgemeinen Fall ist es natig mit dem vorgeschriebenen Verfahren fUr jeden Wert 
des Parameters W

N 
einen entsprechenden Ast der GVF, I'/ow[ D, WN = const.] 

zu konstruieren. Lediglich beim Potenzmodell genugt es derart in den Koordinaten 
log I] - log D fUr ein vorgegebenes n einen einzigen Ast der GVF zu ermitteln 
(z. B. fUr W

N 
= 1 im gewahlten System der physikalischen Einheiten). Fur weitere 

Werte von WN =1= ° ist es maglich den entsprechenden Ast der GVF durch bloBe 
Verschiebung des Koordinatennullpunkts zu konstruieren, was mit Vorteil durch 
Benutzung eines Schiebeblattnomogramms verwirklicht werden kann. Diese Moglich
keit ergibt sich aus dem Umstand, daB der Verlauf der GVF (21 c) beim Potenzmodell 
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durch zwei Parameter K und WN auf eine Form normalisiert werden kann, die ledig
lich zwei dimensionslose Veranderlichen 1'/* und D* enthiilt. Deshalb ist in der Abb. 1, 
die den Verlauf der GVF fUr das Potenzmodell wiedergibt, fUr jedes in Erwagung 
genommene n immer nur ein Ast der GVF eingezeichnet. 

SCHLUSSFOLGERUNGEN 

Die bisher bekannten Modelle inelastischer, thixotroper Substanzen werden in 
dieser Arbeit derart verallgemeinert, damit sie den EinfluB von Vibrationen auf das 
Absinken ihrer Konsistenz (der augenblicklichen ViskosiHit) zu erfassen vermogen. 
Formal wird diese Verallgemeinerung durch die Transformation der Modelle in eine 
Form vollzogen, in der anstelle der Schergeschwindigkeit!D als Argument des 
Materialfunktionals (eventuell der Materialfunktion) die Intensitat der Gesamt
dissipation der mechanischen Energie Wauftritt. Die gemeinsamen Einwirkungen 
verschiedener mechanischer Eingriffe werden im Modell durch die Erfassung der 
Gesamtdissipation als Summe der Dissipationen 'reprasentiert, die den einzelnen 
mechanischen Einfliissen entsprechen. Neben der · iiblichen Makrodissipation WM 

durch viskose Reibung beriicksichtigt das Modell auch die Mikrodissipation WN 

infolge von Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Komponenten in der Infra
struktur des heterogenen Mediums (hydrodynamisches Rauschen). 

AusfUhrlicher wird die einfache Makroscherstromung mit konstantem Rauschen 
untersucht, die durch eine konstante Schergeschwindigkeit D und eine konstante 
Mikrodissipation WN = Wo charakterisiert ist, die verhiiltnismaBig leicht zwecks 

ABB. 3 

10 ·o'------ ----- -- - - - ~ 
01 

01 -

10 

10' · ---,'0"--' _______ _ 

10' 10" 
~0~1----~----~1~0----~10~'---D'--1~0' 

Eyringsches Modell der generalisierten Viskositatsfunktion 
Die bezogenen Parameter 17bw, D* und wrs sind durch die Gleichungen (27a,b,c) eingefiihrt, 

die Zahlenwerte bei den einzelnen Kurven entsprechen den Werten def GroJ3e wrs = canst. 
Die gestrichelte Kurve 17* = 1 entspricht dem Verlauf def GVF fUr Wrs-+ Q und D*-+ O. 
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Beglaubigung des vorgeschlagenen rheologischen Modells experimentell realisiert 
werden kann. 

Die Nachpriifung besteht in der Vermessung der scheinbaren Viskositat in Abhan
gigkeit von der Schergeschwindigkeit D und von den Bedingungen der Vibration 
(Frequenz und Amplitude). Diese primaren Angaben konnen zur Korrelation der 
Mikrodissipation W:"I in Abhangigkeit von den Bedillgungen der Vibration fUr die 
einze1nen untersuchten Substanzen verarbeitet werden. 

Vorlaufige Versuche8 ,9,13 ,l\ die in einem Rotationsviskosimeter mit vibrierender 
MeBhiilse durchgefUhrt wurden, sprechen dafUr, daB eine derartige Korrelation 
aufgefunden werden kann. In einigen Fallen8

,9 erwies sich sogar eine Korrelation 
in Form der GJ. (8) als gut erfiillt. 

Die fundamentalen qualitativen SchluBfolgerungen der in Vorschlag gebrachten 
Theorie, d. h. daB 

a) fUr WM ~ WN , d. h. fiir D -+ 0 bei WN =1= 0 immer - also auch bei Substanzen 
mit viskoplastischer FlieBgrenze - eine endliche GrenzviskosiUit existiert und daB 

b) fUr W:\1 ~ WN , d. h. fUr geniigend hohe Werte von D, die einzelnen Aste der 
generalisierten ViskosiUi.tsfunktion mit derem Veri auf fUr WN = 0 zusammenfallen, 
konnten bei allen bisher untersuchten thixotropen Suspensionen8 ,9,13,14 experimen
tell bestatigt werden. 

Der in Punkt (a) angefiihrte SchluB ermahnt zur Vorsicht bei der Auswertung 
von Rheogrammen viskoplastischer Substanzen im Bereich niedriger D-Werte. 
Gewohnlich ist es nicht moglich wahrend der Messungen samtliches hydrodynami
sches Rauschen - d. h. Folgen von Erschiitterungen in der Umgebung der Mess
einrichtung, Ubertragung der Erregungen aus dem Triebwerk oder einfach nur 
FJuktuationen der Ortgeschwindigkeiten als Folge der Heterogenitat der Probe -
auszuschlieBen, so daB an stelle des Rheogramms 1] = h[DJ == IJDw[D, OJ eher ein 
Pseudorheogramm resultiert, dessen Verlauf einem der Aste der GVF, IJDW[ D, WNJ, 
fUr WN =1= 0 entsprechen kann. Das AusmaB dieses Effekts ergibt sich in den Abb. 2 
und 3 fUr das Binghamsche und Eyringsche Modell durch den unterschiedlichen 
Verlauf der Abhangigkeiten 1]*(D*) fUr W* = 0 und fUr von Null abweichende Werte 
von W* . Am deutlichsten tritt dieser Effekt bei viskoplastischen, thixotropen Materia
lien mit einer FlieBgrenze in Erscheinung, bei welchen fUr D -+ 0 im Fall von W* = 0 
die Relation 1]* ,...., l/D* = 0 gilt, wohingegen fUr W~ =1= 0 dann IJ* -+ const. ist. 

Die Autoren danken Prof V. Bai ant fiir seine Unterstiitzung bei den Untersuchungen der Mecha
nik konzentrierter Suspensionen, iiber deren Teilergebnisse in dieser Arbeit berichtet wird. 

VERZEICHNIS DER SYMBOLE 

a Amplitude der harmonisehen Bewegung, em 
0 = \l V + (\lv)T Deformationsgesehwindigkeitstensor, S-1 

D=(t O: 0)1/2 skalare Deformationsgesehwindigkeit, S-l 
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H[D] 
h[D] 

Materialfunktional, Poise 
Materialviskositiitsfunktion, Poise 
Einheitstensor I 

K 
M[W] 
m[W] 

Konsistenzkoeffizient des Potenzmodells, g cm -1 sn - 2 
Materialfunktional, Poise 
Materialfunktion, Poise 

P 

t,s,q 
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